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Un teorema natalizio

Uno dei risultati pitt importanti di Fermat € chiamato teorema di Natale

1 25 dicembre 1640 Pierre de Fermat (quello del famoso
«ultimo teoreman che porta il suo nome) scrisse una lette-
ra a padre Marin Mersenne (quello dei famosi numeri pri-
mi che portano il suo nome), e annuncio la dimostrazione
di un risultato che, da allora, viene appunto chiamato te-
orema di Natale. Ma prima di enunciarlo dobbiamo fare un passo
indietro, e meditare sui possibili «modi di essere» dei numeri primi.

A parte il 2, di cui non ci interesseremo, si inizia notando che
alcuni primi hanno l'interessante proprieta di essere uguali alla
somma di due quadrati: per esempio, 5 ¢ 1 pit1 4, 13 ¢ 4 piu 9, 17
¢ 1 piu 16, eccetera. E altri invece no: per esempio, il 3,il 7 e I'11.
Nella ricerca di una regolarita, si
continua osservando che i primi
di un tipo si alternano, fra i nume-
ri dispari, ai primi dell’altro tipo:
detto altrimenti, i primi uguali alla
somma di due quadrati sono tutti
della forma 4#n + 1, e gli altri della
forma 4n + 3.

Nel 1632 Albert Girard conget-
turo che la cosa valesse in genera-
le: cioe, che i numeri primi dispari
uguali alla somma di due quadrati
fossero esattamente quelli del tipo
4n + 1. Una direzione era ovvia,
perché ogni quadrato ¢ del tipo 4n
(se pari) o 4n + 1 (se dispari): dun-
que, ogni somma di quadrati ¢ del
tipo 4n, 4n + 1 0 4n + 2, e se ¢ di-
spari ['unica possibilita ¢ che sia
del tipo 4n + 1.

Nella sua lettera natalizia Fer-
mat affermo di aver dimostrato
anche l'altra direzione: cio¢, che
ogni numero primo del tipo 4n +
1 ¢ uguale alla somma di due qua-
drati. Ma la sua dimostrazione non si trovo da nessuna parte, e il
primo ad averne scritta una fu Eulero nel 1749, in una lettera a
Goldbach (quello della famosa congettura che porta il suo nome).
In seguito se ne sono trovate molte altre, ma nessuna cosi elemen-
tare da stare in questa pagina.

La proprieta che divide i due tipi di numeri primi si ispira ov-
viamente al teorema di Pitagora, perché la radice \/p di un nu-
mero p uguale alla somma di due quadrati m? e n? ¢ ovviamen-
te la lunghezza dell’ipotenusa di un triangolo rettangolo, che ha
cateti di lunghezza m e n. In questo caso lo stesso numero p ¢ la
lunghezza dell’ipotenusa di un triangolo rettangolo, che ha cate-
ti di lunghezza m2 — n2 e 2mn. Per esempio, nel caso di 5, il pri-
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mo triangolo ha cateti 1 e 2 e ipotenusa \/5, e il secondo cateti 3
e 4 e ipotenusa 5.

Per questo motivo Diofanto chiamava «pitagorici» i primi
uguali alla somma di due quadrati, che il teorema di Natale ca-
ratterizza come i primi della forma 4#n + 1. Nelle Disquisitiones
Arithmeticae del 1801 Gauss ando oltre, dimostrando che i primi
pitagorici sono l'ipotenusa di un solo triangolo rettangolo a lati
interi: per esempio, 3 e 4 nel caso di 5. Ma i loro quadrati lo sono
in due modi: per esempio, 7 e 24, o 15 e 20, nel caso di 25. I loro
cubi, in tre modi, e cosi via.

La dicotomia fra primi pitagorici e non pitagorici si ¢ in seguito
rivelata fondamentale in teoria dei
numeri, attraverso la connessione
con i numeri interi complessi, del-
la forma m * n. Le somme di qua-
drati sono infatti le norme di ta-
li numeri, e un primo della forma
m?2 + n? si puo in realtd scompor-
re nel prodotto dei due interi com-
plessi m + in e m - in. Ciog, i pri-
mi pitagorici sembrano primi se li
si guarda dal ristretto punto di vi-
sta dei numeri interi reali, ma si ri-
velano non esserlo quando i si os-
serva dal pitt ampio punto di vista
dei numeri interi complessi.

Che i primi pitagorici siano in
realta «falsi primi» lo dimostra an-
che il fatto che ¢ complicato dimo-
strare che ce ne sono infiniti: non
si puo adattare la famosa dimo-
strazione di Euclide dell’esistenza
di infiniti numeri primi, che invece
si adatta senza difficolta ai primi
non pitagorici. Supponiamo infat-
ti che ci sia solo un numero finito
di primi del tipo 4n + 3, e consideriamo il numero N pari a 4 volte
il loro prodotto, meno 1. Questo numero ¢ del tipo 4n + 3, ma ogni
suo fattore primo ¢ del tipo 4n + 1: infatti, i primi del tipo 4n + 3
dividono tutti N + 1, e dunque nessuno divide N.

La contraddizione si ottiene notando che il prodotto di numeri
del tipo 4n + 1 ¢ ancora dello stesso tipo. Il che equivale, per il te-
orema di Natale, al fatto che il prodotto di somme di quadrati sia
ancora una somma di quadrati: una proprieta scoperta da Diofan-
to, ma ovvia quando si ricordi il legame fra le somme di quadrati
e le norme dei numeri complessi. Diversamente dai soliti regali di
Natale, Fermat ce ne ha dunque fatto uno non solo bello, ma an-
che utile e duraturo.
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