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Diflicolta esponenziali

Alcuni problemi sono semplici da enunciare ma assurdamente difficili da risolvere

ra le tante curiosita elementari riguardanti i nume-

1i piccoli, una delle piu profonde ¢ il fatto che 8 ¢ 9

differiscono per una sola unita. La curiosita risiede

nel fatto che 8 ¢ un cubo, e 9 un quadrato: si trat-

ta dunque di due potenze, rispettivamente di 2 e di
3, che insieme forniscono una soluzione all’equazione diofantea
esponenziale 3”7 - 2m = *1. L'aggettivo «diofanteo» indica il tipo
di equazioni polinomiali a valori interi studiate da Diofanto verso
il 250 della nostra era, mentre «esponenziale» specifica che alcune
delle incognite stanno appunto a esponente.

Nel 1343 il talmudista francese Levi ben Gershon, detto Gerso-
nide, dimostro nell’Armonia dei
numeri che le uniche altre po-
tenze di 2 e 3 che differiscono
per una sola unita sono le cop-
pie (1,2), (2,3) e (3,4), che cor-
rispondono a esponenti bana-
li. Detto altrimenti, I'’equazione
precedente non ha altre soluzio-
ni non banali, oltre a (8,9).

11 padre di Gersonide si chia-
mava Catalan, e per ironia del-
la sorte fu proprio il matemati-
co francese Eugene Catalan, nel
1844, a domandarsi se 8 e 9 fos-
sero le uniche due potenze non
banali, in qualunque base, che
differiscono per una sola unita.
La risposta positiva divenne no-
ta come congettura di Catalan,
ed ¢ stata confermata soltan-
to nel 2002 da Preda Mihaile-
scu, con una complicata dimo-
strazione. In altre parole, a non
avere soluzioni non banali ol-
tre a (8,9) non é solo I'equazione
precedente, ma anche la piu ge-
nerale ¥ - y"m = *+1.

Questa situazione ¢ tipica del-
la teoria dei numeri in generale,
e delle equazioni diofantee esponenziali in particolare: problemi
semplici da enunciare, suggeriti da ovvi esempi, si rivelano as-
surdamente difficili da risolvere. Il caso piu conosciuto ¢ quello
dell'ultimo teorema di Fermat, enunciato nel 1637, che richiede-
va di determinare per quali esponenti # ci fossero soluzioni intere
all’equazione x" — y" = z%,

La dimostrazione, come € noto, richiese 350 anni di ricerche e fu
trovata da Andrew Wiles nel 1995. Come gia per la congettura di
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Mente eccelsa. Srinivasa Ramanujan, uno dei pit grandi
matematici di sempre, nato nel 1887 e deceduto nel 1920.

Catalan, anche per I'ultimo teorema di Fermat I'unica soluzione ri-
sultd quella gia nota da tempi immemorabili: il caso dei quadrati e
delle terne pitagoriche, come 3, 4 e 5, in cui banalmente 3 al qua-
drato piu 4 al quadrato ¢ uguale a 5 al quadrato.

A un altro esempio famoso si arriva, ancora una volta, parten-
do da osservazioni a prima vista innocue. Gia i Pitagorici aveva-
no introdotto i numeri triangolari, che si possono rappresentare
disponendo pallini a triangolo, si generano mediante la formu-
la z(z + 1)/2 e sono 1, 3, 6, 10, 15, eccetera. Fu invece padre Ma-
rin Mersenne ad attirare, nei Pensieri fisico-matematici del 1644,
I’attenzione sui numeri che differiscono di un'unita dalle poten-
ze di 2 e si generano mediante
la formula 2" -1 e sono 1, 3, 7,
15, eccetera.

Come si vede, 1, 3 e 15 ap-
partengono a entrambe le liste, e
sono dunque numeri di Mersen-
ne triangolari. Per trovare anche
i rimanenti basta uguagliare le
formule che descrivono i numeri
triangolari da un lato e i numeri
di Mersenne dall’altro. In un pa-
io di passaggi si arriva a un’e-
quazione diofantea esponenzia-
le del tipo 2m#3 = (2z + 1)2+ 7.

Nel 1913 Srinivasa Rama-
nujan annuncio, senza dimo-
strazione, che I'’equazione 2"
= x2 + 7 ha soluzioni solo per
nuguali a 3, 4, 5, 7 e 15, corri-
spondenti a valori di x pari a 1,
3, 5, 11 e 181. La sua affermazio-
ne divenne nota come congettu-
ra di Ramanujan, fu riproposta
indipendentemente nel 1943 da
Wilhelm Ljunggren e dimostrata
nel 1948 da Trygve Nagell, en-
trambi matematici norvegesi.

Per quanto riguarda i nume-
ri di Mersenne triangolari, il va-
lore 3 non ¢ applicabile perché produce un esponente 0. Dai valo-
1i 4, 5 e 7 si ricavano gli esponenti 1, 2 e 4, e dunque i numeri 1, 3
e 15, che gia conoscevamo. E dal valore 15 si ricavano 1'esponen-
te 12 e il numero 4095. Poiché I'equazione di Ramanujan non ha
altre soluzioni, la lista 1, 3, 15 e 4095 esaurisce 1'insieme dei nu-
meri di Mersenne triangolari. Un altro bell’esempio di problema
semplice a soluzione complicata: anzi, si puo ben dire, di difficol-
ta esponenziale.
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